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問題 半順序 Cを C =
∪
n∈ω

nω, ≤C = ⊇ とし，ωC を C の積半順序としま

す．このとき，
⊩ωC “Řは可算集合である”

ことが成り立つことを示しましょう．
さらに，どの無限基数 κに対しても

⊩κC “Řは可算集合である”

ことも証明できます．



解答 ここの解答も，以下のような方法だけでなく，他の方法も考えられま
す．みなさんそれぞれの証明を考えてください．以下の証明で，「ω{0, 1}と
ωωの間に全単射が存在する」ことに注意してください．その点はご勘弁を．

まず証明のための準備をします．いま，d = ⟨d(n)|n ∈ ω⟩，各 d(n) : ω → ω

とします．d ∈ ω(ωω) です．このような d と j ∈ ω に対して，ωω の元
⟨ad,jk |k ∈ ω⟩ を，k ∈ ωに関する再帰により

ad,j0 = d(0)(j),

ad,jk+1 = d(k + 1)(ad,jk )

と定義し，さらに，各 k ∈ ωに対して

bd,jk = ad,jk mod 2,

X(d) =
{
⟨bd,jk |k ∈ ω⟩

∣∣∣ j ∈ ω
}

と定義します．X(d)は ω{0, 1}の可算部分集合です．

以下，P = ωCとします．P-name ẋと ẏに対して，

up(ẋ, ẏ) = {⟨ẋ,1P⟩, ⟨ẏ,1P⟩},

op(ẋ, ẏ) = up(up(ẋ, ẋ), up(ẋ, ẏ))

でした．各 n ∈ ωに対して，次のように定義します．

ċn =
{
⟨op(ξ̌, η̌), p⟩

∣∣ p ∈ P ∧ ⟨ξ, η⟩ ∈ p(n)
}
.

このとき，
⊩P ˇ(ω{0, 1}) ⊆ X(⟨ċn|n ∈ ω⟩),

つまり，どの f ∈ ω{0, 1}とどの p ∈ P に対しても，q ≤P pを満たすある
q ∈ Pとある j ∈ ωに対して，次が成り立ちます．

q ⊩P f̌ = ⟨b⟨ċn|n∈ω⟩,j
k |k ∈ ω⟩.

最後のステップを示します．f ∈ ω{0, 1}と p ∈ Pが与えられたとき，q を
q ≤P p と次を満たすように構成すれば良いです．

q(0)(dom(p(0)) = 2 dom(p(1)) + f(0)（これを b0 と書く），

q(k + 1)(bk) = 2 dom(p(k + 2)) + f(k + 1)（これを bk+1 と書く）．


