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半順序 Pにおける強制法を，論理式の複雑さなどによる再帰により，次の
ように定義します．以下，p ∈ P，ẋと ẏ，ẋ0，· · ·，ẋn は P-nameです．

• Pによる原子論理式の強制 p ⊩P ẋ ∈ ẏ と p ⊩P ẋ = ẏ は講義通りの定義
とします．

• p ⊩P φ(ẋ0, · · · , ẋn) ∧ ψ(ẋ0, · · · , ẋn) とは，p ⊩P φ(ẋ0, · · · , ẋn) と p ⊩P

ψ(ẋ0, · · · , ẋn) の両方が成り立つこととします．

• p ⊩P ¬φ(ẋ0, · · · , ẋn) とは，q ≤P p と q ⊩P φ(ẋ0, · · · , ẋn) を同時に満
たす q ∈ Pが存在しないこととします．

• p ⊩P ∃v φ(v, ẋ0, · · · , ẋn) とは，Pの部分集合{
q ∈ P

∣∣ (∃ẏ ∈ V P) q ⊩P φ(ẏ, ẋ0, · · · , ẋn)
}

が p以下で稠密であることとします．

問題 (1) φ ∨ ψ を ¬((¬φ) ∧ (¬ψ)) であると考えたとき，p ⊩P (φ ∨ ψ) は，
Pの部分集合

{
q ∈ P

∣∣ (q ⊩P φ
)
∨
(
q ⊩P ψ

)}
が p以下で稠密であることと同

値であることを示しましょう．
(2) p ⊩P (φ ∨ ψ) と「p ⊩P φ または p ⊩P ψ」は必ずしも同値ではないこと
を，例を挙げて説明してください．



解答 (1) p ⊩P ¬((¬φ) ∧ (¬ψ))
⇐⇒ ∀q ≤P p

(
q ̸⊩P ((¬φ) ∧ (¬ψ))

)
⇐⇒ ∀q ≤P p

((
q ̸⊩P ¬φ

)
∨
(
q ̸⊩P ¬ψ

))
⇐⇒ ∀q ≤P p∃r ≤P q

((
r ⊩P φ

)
∨
(
r ⊩P ψ

))
(2) ここの解答は本当にたくさんあります．以下はほんの一例です．
φを 2ℵ0 = ℵ1という命題，ψを 2ℵ0 ≥ ℵ2という命題とし，P0を ⊩P0

φ を
満たす半順序，P1 を ⊩P1

ψ を満たす半順序とします（このような P0 と P1

はあります）．1を P0 の元でも P1 の元でもないものとし，半順序 Qを

Q = {1} ∪ P0 ∪ P1,

≤Q = {⟨p,1⟩ | p ∈ P0 ∪ P1}∪ ≤P0
∪ ≤P1

と定義します．このとき，1 ⊩Q φ∨ψ は成り立ちますが，1 ⊩Q φ と 1 ⊩Q ψ

のどちらも成り立ちません．


