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準備 : 微分法・積分法

導関数� �
f ′(x) = lim

h→0

f(x + h)− f(x)

h� �
例

関数 f(x) = |x| (−1 < x < 1) は x = 0 で微分可能でない。

積の微分法

(f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

部分積分法∫ b

a
f ′(x)g(x)dx = [f(x)g(x)]ba −

∫ b

a
f(x)g′(x)dx

田中直樹 作用素半群 –高校数学をもとに指数関数を一般化しよう–



例

関数 f(x) = |x| (−1 < x < 1) は x = 0 で微分可能でない。

解説

x = 0 で微分可能であるとすると, 極限値

f ′(0) = lim
h→0

f(0 + h)− f(0)

h

が存在する。ところが,

f(0 + h)− f(0)

h
=
|h| − |0|

h
=


h

h
= 1 (0 < h < 1)

−h
h

= −1 (−1 < h < 0)

であるから,
1 = f ′(0) = −1

となり, 矛盾が生じる。
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指数関数の特徴づけ

ネイピア数 e� �
e = lim

λ→0
(1 + λ)

1
λ� �

指数関数の性質

A を実数とするとき, SA(t) = eAt (t ≥ 0) は次の性質をもつ。

(a) SA(t) は t ≥ 0 について連続である。

(b) SA(0) = 1, SA(t + s) = SA(t)SA(s) (t, s ≥ 0)

(c) SA(t) は t = 0 で微分可能で, S′
A(0) = A である。

性質 (b)� �
SA(0) = eA0 = e0 = 1 であり, 指数法則により,

SA(t + s) = eA(t+s) = eAt+As

= eAteAs = SA(t)SA(s) (t, s ≥ 0)� �
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問題 (性質 (c))

SA(t) は t = 0 で微分可能で, S′
A(0) = A を満たすことを示せ。

解答例� �
h ̸= 0 に対して λ = eAh − 1 とおくと, 1 + λ = eAh,

log(1+λ) =Ah,
1

h
=

A

log(1+λ)
より,

SA(h)−SA(0)

h
=

eAh−1

h
=

A

log(1+λ)
λ=A

1
1
λ
log(1+λ)

=A
1

log(1+λ)
1
λ

→ A
1

log e
=A (h→ 0)

だから, SA(t) は t = 0 で微分可能で, S′
A(0) =A を満たす。� �
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指数関数の特徴づけ

A を実数とする。このとき, 関数 S(t) (t ≥ 0) について, 次の
(i) と (ii) は同値である。

(i) S(t) = eAt (t ≥ 0) である。

(ii) S(t) (t ≥ 0) は

S(0) = 1, S(t + s) = S(t)S(s) (t, s ≥ 0) (1)

S(t) は t = 0 で微分可能で, S′(0) = A である (2)

を満たす連続関数である。

(ii) ならば (i) の証明の方針� �
(iii) S(t) は S(0) = 1 を満たし, さらに, t ≥ 0 で微分可能

で, S′(t) = AS(t) (t ≥ 0) を満たす関数である。

(ii) ならば (iii), (iii) ならば (i) を示す。� �
田中直樹 作用素半群 –高校数学をもとに指数関数を一般化しよう–



(ii) ならば (iii) の証明� �
S(t)は t > 0 で微分可能で, S′(t) = AS(t) (t > 0) である

を示せばよいので, t > 0 とする。t > h > 0 を満たす h に
ついて,

S(t+h)−S(t)

h
=

(S(h)−S(0))S(t)

h
→AS(t) (h→+0),

S(t−h)−S(t)

−h
=

(S(h)−S(0))S(t−h)

h
→AS(t) (h→+0)

であるから, 所要の結果を得る。� �
(eAt)′ = AeAt
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(iii) ならば (i) の証明� �
t ≥ 0 に対して, 積の微分法を用いると

(e−AtS(t))′ = (e−At)′S(t) + e−AtS′(t)

= (−A)e−At · S(t) + e−AtAS(t)

= 0

であるから, e−AtS(t) = C (t ≥ 0), ただし C は定数, より,

e−AtS(t) = C = e−A0S(0) = 1 (t ≥ 0)

を得る。eAte−At = e0 = 1 より, S(t) = eAt (t ≥ 0) が
成り立つ。� �
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問題

A を実数とする。S(t) (t ≥ 0) は

S(0) = 1, S(t + s) = S(t)S(s) (t, s ≥ 0)

S(t) は t = 0 で微分可能で, S′(0) = Aである

を満たす連続関数とする。このとき, S(t) (t ≥ 0) を求めよ。

1 S′(t) = AS(t) (t ≥ 0) を満たす。

2 (e−AtS(t))′ = 0 より, S(t) = eAt (t ≥ 0) である。

2部の話題

A を作用素とする。S(t) (t ≥ 0) は

S(0) = I(恒等作用素), S(t + s) = S(t)S(s) (t, s ≥ 0)

S(t) は t = 0 で微分可能で, S′(0) = Aである

を満たす連続関数とする。このとき, S(t) (t ≥ 0) を求めよ。
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指数関数の役割と微分方程式の初期値問題

A を実数とし, S(t) (t ≥ 0) を

• S(0) = 1, S(t + s) = S(t)S(s) (t, s ≥ 0)

• S(t) は t = 0 で微分可能で, S′(0) = A である

を満たす連続関数とする。このとき, S(t) (t ≥ 0) は

t ≥ 0 で微分可能で, S′(t) = AS(t) (t ≥ 0) を満たす。

さて, u0 を実数とし,

u(t) = S(t)u0 (t ≥ 0)

と定める。このとき, u(t) は t ≥ 0 で微分可能であり,

u′(t) = S′(t)u0 = AS(t)u0 = Au(t) (t ≥ 0)

を満たし, u(0) = S(0)u0 = u0 である。
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指数関数の役割と微分方程式の初期値問題

実数 A と u0 が与えられたとき,

u′(t) = Au(t) (t ≥ 0) (微分方程式)

u(0) = u0 (初期条件)

を満たす関数 u(t) を S(t) (t ≥ 0) を用いて, u(t) = S(t)u0

(t ≥ 0) により表現できる。

S(t) (t ≥ 0) を構成できれば, 初期値問題を解くことができる！

1 A が実数の場合，ネイピア数 e により, S(t) = eAt である。

2 A が作用素の場合？

3 A が実数の場合, S(t) を直接構成する方法は？
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指数関数の構成方法

目的� �
次の 2つの条件を満たす連続関数 S(t) (t ≥ 0) の構成

• S(0) = 1, S(t + s) = S(t)S(s) (t, s ≥ 0)

• S(t) は t = 0 で微分可能で, S′(0) = A である。� �
方針� �
次を満たす関数 S(t) (t ≥ 0) の構成

S(0) = 1 であり, S′(t) = AS(t) (t ≥ 0) である。� �
方法� �
1 逐次近似法

2 差分法

3 ラプラス変換� �
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逐次近似法

連続関数 S(t) (t ≥ 0) について, 次の 2 つの条件は同値である。� �
S(0) = 1 であり, S′(t) = AS(t) (t ≥ 0) である。� �� �

S(t) = 1 + A

∫ t

0
S(s) ds (t ≥ 0) (3)� �

目的： (3) を満たすような S(t) (t ≥ 0) を構成する。
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関数の列 {Sn(t)}n=0,1,2,... を次のように定める。S0(t) = 1
(t ≥ 0) とする。n を自然数とし, 連続関数 Sn−1(t) (t ≥ 0) が
定まったとき, 漸化式

Sn(t) = 1 + A

∫ t

0
Sn−1(s) ds (t ≥ 0) (4)

により連続関数 Sn(t) (t ≥ 0) を定める。このとき, 極限関数
S(t) = lim

n→∞
Sn(t) により, 積分方程式

S(t) = 1 + A

∫ t

0
S(s) ds (t ≥ 0)

を満たす連続関数 S(t) (t ≥ 0) の構成法を逐次近似法という。

問題

漸化式 (4) により定まる関数の列の一般項 Sn(t) を求めよ。
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解説

t ≥ 0 に対して, S0(t)=1, S1(t)=1+A

∫ t

0
S0(s)ds=1+At,

S2(t) = 1+A

∫ t

0
S1(s) ds = 1+At+

(At)2

2
であり, すべて

の非負の整数 n に対して, Sn(t) =
n∑

k=0

(At)k

k!
であると推測で

きる。 数学的帰納法によりこの推測が正しいことを示せばよい。

次の式により, S(t) (t ≥ 0) を構成できると考えられる。

S(t) =

∞∑
n=0

(At)n

n!
(t ≥ 0)
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マクローリン展開

関数 f(x) が次のような級数に展開されるとき, f(x) は マク
ローリン展開可能であるといわれる。

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn (マクローリン展開)

たとえば, f(x) = ex はマクローリン展開可能であり,

ex =

∞∑
n=0

xn

n!
(−∞ < x <∞)
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差分法

微分方程式の微分を差分におきかえて得られる差分方程式を考え,
その解の極限として微分方程式の解を求める方法を差分法という。

－　次を満たす S(t) (t ≥ 0) の差分法による構成方法　－

S(0) = 1, S′(t) = AS(t) (t ≥ 0)

S′(t) = AS(t) の代わりに,

S′(t) = lim
∆t→0

S(t + ∆t)− S(t)

∆t

であるから, h > 0 が Ah < 1 を満たすとき, S̃(0) = 1 とし,

S̃(t− h)− S̃(t)

−h
= AS̃(t) (t ≥ h)

を考える。この方程式を後退差分方程式という。
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差分方程式
S̃(t− h)− S̃(t)

−h
= AS̃(t) (t ≥ h)の解法� �

(1− hA)S̃(t) = S̃(t− h) (t ≥ h)

であるから, すべての自然数 n について, t = nh とすると,

S̃(nh) = (1− hA)−1S̃((n− 1)h)

であるので, S̃(0) = 1 と合わせると,

S̃(nh) = (1− hA)−n (n ≥ 0)� �
等比数列� �
a1 = a, an+1 = ran のとき, an = arn−1 である。� �
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S̃(t) は S(t) を近似したものなので,

S̃(nh) = (1− hA)−n (n ≥ 0)

において, t = nh のときを考えれば,

S(t) = lim
n→∞

(
1−

t

n
A
)−n

により, S(t) (t ≥ 0) を構成できると考えられる。

問題

lim
n→∞

(
1−

t

n
A
)−n

を求めよ。

(
1−

t

n
A
)−n

=

((
1−

t

n
A
)− n

At

)At

→ eAt (n→∞)
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1部の話題のまとめ

指数関数の構成方法と役割� �
S(0) = 1
S(t)S(s) = S(t + s)

(t, s ≥ 0)
S′(0) = A

←


S(t) =
∞∑

n=0

(At)n

n!
(t ≥ 0)

S(t) = lim
n→∞

(
1−

t

n
A
)−n

(t ≥ 0)

↓

u(t) = S(t)u0 (t ≥ 0)

↓

u′(t) = Au(t) (t ≥ 0), u(0) = u0

� �
田中直樹 作用素半群 –高校数学をもとに指数関数を一般化しよう–



ラプラス変換

ラプラス変換

連続関数 f(t) (t ≥ 0) に対して, 極限値

L(f)(λ) = lim
r→∞

∫ r

0
e−λtf(t) dt

が存在するとき, この値を f(t) のラプラス変換という。

問題

1 関数 SA(t) = eAt (t ≥ 0) のラプラス変換を求めよ。

2 S(0) = 1 と S′(t) = AS(t) (t ≥ 0)を満たす S(t)
(t ≥ 0) のラプラス変換を求めよ。
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SA(t) = eAt のラプラス変換� �
λ > A に対して,∫ r

0
e−λtSA(t) dt =

∫ r

0
e−λteAt dt =

∫ r

0
e−(λ−A)t dt

= [−(λ−A)−1e−(λ−A)t]r0

= (λ−A)−1(1− e−(λ−A)r)

→ (λ−A)−1 (r →∞)

であるから,

L(SA)(λ) = lim
r→∞

∫ r

0
e−λtSA(t) dt = (λ−A)−1 (λ > A)

である。 (公式) a ̸= 0 に対して,

∫
eax dx = a−1eax + C� �
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S(0)=1 と S′(t)=AS(t)を満たす S(t) のラプラス変換� �
r > 0 に対して,

A

∫ r

0
e−λtS(t) dt =

∫ r

0
e−λtS′(t) dt

= [e−λtS(t)]r0 −
∫ r

0
(−λ)e−λtS(t) dt (部分積分法)

= e−λrS(r)− S(0) + λ

∫ r

0
e−λtS(t) dt

である。r →∞ とすると, AL(S)(λ) = −1 + λL(S)(λ)
であるから, L(S)(λ) = (λ−A)−1� �

ラプラス変換の一意性により,

S(t) = SA(t) = eAt (t ≥ 0)
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関数空間における微分方程式と作用素半群

· 熱方程式 : 熱の伝わり方を表す方程式

両端が常に 0◦C に保たれている長さ l の金属棒について, 最初の
時刻 t = 0 のときの金属棒の温度分布を u0(x) (0 < x < l), 時
刻 t, 座標 x における温度分布を θ(x, t) で表すと, 偏微分方程式

θt(x, t) = θxx(x, t) (0 < x < l, t ≥ 0) (熱方程式)

θ(0, t) = θ(l, t) = 0 (t ≥ 0) (境界条件)

θ(x, 0) = u0(x) (0 < x < l) (初期条件)

を満たすことが知られている。
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関数空間の導入

X を区間 (0, l) で定義された実数値可測関数 f で∫ l

0
|f(x)|2 dx <∞

を満たすもの全体の集合とし, f, g ∈ X に対して,

f = g ⇐⇒ f(x) = g(x) (a.e.)

と定める。X に内積

⟨f, g⟩ =
∫ l

0
f(x)g(x) dx (f, g ∈ X)

を定めると, X はヒルベルト空間になることが知られている。

1 ルベーグ積分＝リーマン積分の完備性の欠如を改良する積分

2 ヒルベルト空間＝完備な内積を備えたベクトル空間
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内積

1 ⟨f, f⟩ ≥ 0 (f ∈ X), ⟨f, f⟩ = 0⇔ f = 0

2 ⟨f, g⟩ = ⟨g, f⟩ (f, g ∈ X)

3 任意の実数 α, β と f, g, h ∈ X に対して
⟨αf + βg, h⟩ = α⟨f, h⟩+ β⟨g, h⟩

例

任意のベクトル x⃗ = (x1, x2), y⃗ = (y1, y2) に対して,
⟨x⃗, y⃗⟩ = x1y1 +x2y2 (= x⃗ · y⃗) と定めると, 上の条件を満たす。
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微分の概念の拡張に向けて

• 2次方程式 x2 − 2 = 0 の有理数解, 実数解は？

有理数全体の集合 ⊊ 実数全体の集合 (数の概念の拡張)

• 偏微分方程式の解は？
微分可能な関数全体の集合 ⊊ ＊＊＊＊な関数全体の集合

ϕ ∈ C∞
0 (0, l) により, ある区間 [c, d] ⊂ (0, l) に対して

ϕ(x) = 0 (x /∈ [c, d]) を満たす何回でも微分可能な関数を表す
ことにする。このような関数をテスト関数という。
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f を区間 [0, l] で定義された微分可能な関数で, 導関数 f ′ が連続
なものとすると, 部分積分法により, 次が成り立つ。∫ l

0
f(x)ϕ′(x) dx = [f(x)ϕ(x)]l0 −

∫ l

0
f ′(x)ϕ(x) dx

= −
∫ l

0
f ′(x)ϕ(x) dx (ϕ ∈ C∞

0 (0, l))

弱微分

f ∈ X に対して,∫ l

0
f(x)ϕ′(x) dx = −

∫ l

0
g(x)ϕ(x) dx (ϕ ∈ C∞

0 (0, l))

を満たす g ∈ X が存在するとき, この g を f の弱微分 と呼び,
f ′ で表すことにする。
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例

f(x) = |x| (−1 < x < 1) は弱微分可能で, その弱微分は,

H(x) =

{
−1 (−1 < x < 0)

1 (0 < x < 1)

∫ 1

−1
|x|ϕ′(x) dx =

∫ 0

−1
(−x)ϕ′(x) dx +

∫ 1

0
xϕ′(x) dx

= [−xϕ(x)]0−1 −
∫ 0

−1
(−1)ϕ(x) dx + [xϕ(x)]10 −

∫ 1

0
ϕ(x) dx

= −
(∫ 0

−1
(−1)ϕ(x) dx +

∫ 1

0
ϕ(x) dx

)
= −

∫ 1

−1
H(x)ϕ(x) dx (ϕ ∈ C∞

0 (−1, 1))
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作用素

関数空間 H1
0(0, l) : 弱微分可能で f(0) = f(l) = 0 を満たす

f ∈ X の全体の集合

X の部分集合 D を次により定める。

f ∈ D ⇔ f ∈ H1
0(0, l) で, 弱微分 f ′ は弱微分可能である

作用素 A : D → X を次により定める。

Af = (f ′)′ (=: f ′′) (f ∈ D)
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関数空間における微分方程式の初期値問題

作用素 A : D → X に対する微分方程式の初期値問題

u′(t) = Au(t) (t ≥ 0), u(0) = u0 (ACP)

各 t ≥ 0 に対して u(t) ∈ D (⊂ X) であるとは?� �
u(t) ∈ H1

0(0, l) であり, 弱微分 u(t)′ は弱微分可能である。
θ(x, t) = (u(t))(x) (0 < x < l) と表すと, θ(x, t) は x に
関して, 2回弱微分可能で, θ(0, t) = (u(t))(0) = 0 (t ≥ 0)
であり, θ(l, t) = (u(t))(l) = 0 (t ≥ 0) を満たす。� �

u′(t) = Au(t) (t ≥ 0)� �
θt(x, t) = (u′(t))(x) = (Au(t))(x)

= (u(t))′′(x) = θxx(x, t) (0 < x < l)� �
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1部での話題� �
実数 A により指数関数 S(t) (t ≥ 0) を構成できれば, 初期
値問題

u′(t) = Au(t) (t ≥ 0), u(0) = u0

の解を u(t) = S(t)u0 (t ≥ 0) により与えることができる。� �
→ 作用素 A により指数関数 S(t) (t ≥ 0) を構成することがで
きれば,

u(t) = S(t)u0 (t ≥ 0)

により, (ACP) の解を求められると期待される。この S(t)
(t ≥ 0) を作用素半群という。
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実は, 熱方程式の場合には,

S(t)u0 =
∞∑

n=0

tn

n!
Anu0

により指数関数を構成できない。しかし,

S(t)u0 = lim
n→∞

(
I −

t

n
A

)−n

u0

により構成できることが知られている。

作用素半群の理論と発展方程式� �
関数空間上の指数関数の構成方法と偏微分方程式の初期値問
題への応用を研究する分野� �
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作用素半群の生成定理

X をヒルベルト空間とし, 線形作用素 A : D(⊂ X)→ X が

(A1) ある正数 ω が存在して ⟨Af, f⟩ ≤ ω||f ||2 (f ∈ D),

(A2) 任意の g ∈ X と hω < 1 を満たす任意の h > 0 に対して,
f − hAf = g を満たす f ∈ D が存在する

を満たすとする。このとき, 作用素半群

S(t)f = lim
n→∞

(
I −

t

n
A

)−n

f (t ≥ 0, f ∈ X)

を構成できる。ただし,

∥f∥ =
√
⟨f, f⟩ (f ∈ X)
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微分方程式の初期値問題

X をヒルベルト空間とし, 線形作用素 A : D(⊂ X)→ X は条
件 (A1), (A2) を満たすとし, S(t) (t ≥ 0) を作用素半群とする。
このとき, 各 u0 ∈ D に対して, 初期値問題

u′(t) = Au(t) (t ≥ 0), u(0) = u0

はただ 1つの解 u(t) = S(t)u0 (t ≥ 0) をもつ。さらに, v(t)
を v0 が初期値である解とするとき, 次の解の初期値に関する連
続的依存性が成り立つ。

∥u(t)− v(t)∥ ≤ eωt∥u0 − v0∥ (t ≥ 0)
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作用素 Af = f ′′ (f ∈ D) が条件 (A1) を満たすこと� �
f ∈ D ならば, f ∈ H1

0(0, l) であり, 弱微分の定義より,∫ l

0
(Af)(x)ϕ(x) dx = −

∫ l

0
f ′(x)ϕ′(x) dx (ϕ ∈ H1

0(0, l))

を満たすので, 次が成り立つ。

⟨Af, f⟩ =
∫ l

0
(Af)(x)f(x) dx

= −
∫ l

0
f ′(x)f ′(x) dx ≤ 0 (f ∈ D)� �
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作用素 Af = f ′′ (f ∈ D) が条件 (A2) を満たすこと� �
h > 0, g ∈ X とする。H1

0(0, l) 上の作用素 G を

G(ϕ) = ⟨g, ϕ⟩ (ϕ ∈ H1
0(0, l))

により定める。また, 任意の f ∈ D, ϕ ∈ H1
0(0, l) に対して,∫ l

0
{f(x)ϕ(x) + hf ′(x)ϕ′(x)} dx = ⟨f − hAf, ϕ⟩

であるから, H1
0(0, l) における内積を

(f, ϕ)=

∫ l

0
{f(x)ϕ(x)+hf ′(x)ϕ′(x)}dx (f, ϕ ∈ H1

0(0, l))

により定めると, f−hAf = gを満たす f ∈ Dを求める問題
は, (f, ϕ) = G(ϕ) (ϕ ∈ H1

0(0, l)) を満たす f ∈ H1
0(0, l)

を求める問題へ変換される。この問題はリースの表現定理に
より解くことができる。� �
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リースの表現定理

ヒルベルト空間 H 上の実数値連続線形作用素 G に対して,
(f, ϕ) = G(ϕ) (ϕ ∈ H) を満たす f ∈ H がただ 1つ存在す
る。ただし, (·, ·) はH の内積を表す。

問題

G は平面上のベクトルに実数を対応させる写像で, すべての実数
α, β と平面上のベクトル x⃗, y⃗ について

G(αx⃗ + βy⃗) = αG(x⃗) + βG(y⃗) (線形性)

を満たすとする。このとき, 平面上のすべてのベクトル x⃗ につい
て a⃗ · x⃗ = G(x⃗) を満たすベクトル a⃗ が存在することを示せ。

解答例� �
x⃗ = (x1, x2)を平面上の任意のベクトルとする。⃗e1 = (1, 0),
e⃗2 = (0, 1) とし, a⃗ = (G(e⃗1), G(e⃗2)) とおく。 このと
き, x⃗ = x1e⃗1 + x2e⃗2 であるから, 線形性より, G(x⃗) =
x1G(e⃗1) + x2G(e⃗2) = a⃗ · x⃗ である。� �
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現在の研究と今後の課題

現在の研究� �
解の初期値に関する連続的依存性に着目して, バナッハ空間に
おけるリプシッツ作用素半群の生成定理を研究しています。� �
• ヒルベルト空間ではなくバナッハ空間である関数空間の例が
存在する－L1 空間など

• 解が初期値にリプシッツ連続的に依存する例が存在する
－ Kirchhoff 方程式などの非線形波動方程式への応用

今後の課題� �
線形構造をもたない距離空間における研究が活発化するかも
しれません。これに関して, 現在, 次の研究を手掛けています。

1 mutational analysis

2 距離空間における勾配流� �
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